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给教师的话 






































































































第一章 矩阵运算 














































其中 A 的列数等于 A' 的行数.于是分块乘法规则为 

【1-如 [^] ~[^gg-l^gg : } 

例如， 

[tt+t]- [44H4-] -[-HH-f]- 

在这个乘积中，左上角块是 [1 0]^]+^1[0 i]-b 8] 等. 

这一规则也可由矩阵乘法的定义直接验证.一般来说，只要矩阵能够分解成其所需乘积都 
有定义的子矩阵，就可以用分块乘法. 

除了可以简化计算外，分块乘法也是用数学归纳法证明矩阵的有用工具. 


第二节行约简 

设 A=(a<；) 为 mX« 矩阵， 考虑； iXp 变量矩阵兄-1：4),则矩阵方程 
【2.1】 Y = AX 

定义 mXp 矩阵7=(九）作为X的函 数. 这个运算称为用 A 左乘: 


【2.2】 


= anxn -\-a a xti + •- +a tl x l< . 


注意，在公式 (2. 2) 中元 索九仅 依赖于 Xl> ，…，私， 即依赖于； f 的第 j 列和 A 的第 i 行 •因 


此 A 分别对； f 的毎一列作用，我们可以通过 A 对列向量的作用理解 A 的 作用： 




用 A 左乘列向量可以理解为一个从”维列向量空间X到 m 维列向量空间 y 的函数，或 m 
个有》»个变量的函数组： 

2>i = a n 為 + … + C* = 1'. •♦•,»)> 

由于这些函数是齐次的和线性的，故称为线性吏糗.（变量集〜，•••， 叫 上的战性函数是形如 
的函数，其中 fll ，…， a *, ^是标量.如果常数项 c 为零，则这样的函数是 

齐次线性的 .） 

T 面是 2X2 矩4 >用的 明偉， 它将二维空间映到二维空间： 
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如果像第二 a 



































































































































































































































































































































































其他群公理的证明留作练习. 



























































































































第一节实向 量空间 

向量空间的基本模型是”维行向量或列向置的空间， 


R •:行向置9=(“,，…，〜）的集合，或列向量 v = i 的集合. 


虽然行向量写起来占的空间较少，但矩阵乘法的定义使得列向量对我们更方便.因而多数情况 
下使用列 向量. 为了节省空间，我们有时把列向量写成 ( a ,， 的形式. 


&前我们仅学习两个运算: 



这些运算使 R ■成为一个向量空间.在给出向量空间的正式定义之前，我们先看一些其他例 
子—— R - 在运算 （1.1) 下封闭的非空子集.这样的子集称为子空间. 

【1.2】 侧 空间 R 1 的子空间 W 有三种 类型： 

( i ) 仅有零向量： W ={0}, 

位于过班溘的直线 L 上的向 ft, ’ 

( iii ) 整个空间： W = R 2 . 

这可由向量加法的平行四边形定律 看出. 若 W 中含宥不共线銼两+向量叫 ，则每一 
向量1»可由这两个向量“线性组合”得到： 
















































































































































































































第四章线性变换 


向量空间中与群同态类似的概念是从域 F 上的一个向量空间到另~个向纛空间的映射 
T.V ― >W, 

它与加法和标量乘法相容： 

【 1 . 1 】 T(w, +t^) = + T(.cv) = cT(,v) 

对所右 V 中的 w 切及所有 c€F 成 JL. 习惯上把这样的映射叫做 线性变 换而不是同态•然 
而，称 为用态 也是正磯的.注意一个线性变换与线性组合是相 容的： 


这可由 （1.1) 通过归纳得到.注意 （1.1) 的第一个条件指出 T 是加法群的同态7 + — *V/\ 

我们巳经知道一个线性变换的重要例子，事实上，它是主要的 例子： 矩阵的左乘•设/ 
为一个元索厲于尸的济父^矩阵，并考虑 A 作为列向量的 算子. 它定义一个线性变换 
【 1.3 】 


的实多项式函数的向量 空间. 导数£是从到的一个线性变换. 

设丁： V — -W 是任一线性变换.类似群同态的情形(第二章第四 节〉， 我们引人两个子空间 
【 1.5 】 k«T= T 的核= be V| T(tO = 0}， 







【置. 7 】 出11^ =秩+ 零化度. 

注意这个公式与群同态公式 G= 丨 k er?> I I im v \ 的相似性[第二聿 (6.15)]. 

一一个 mX” 矩阵 A 的秩和零化度定义为用 A 左乘的象与核的维数.我们用 r 表示秩•用走 

表示零 化度. 则*是方程 AX=0 的解空间的维数.使线性方程有解的向量^构成象， 

这是一个维数为 r 的子空间.这两个维数的和为 n . 

设 B 是用 A 左乘的象中的一个向量，所以方程 AX = B 至少有一个解 X = X。. 用 K 表示 
齐次方程 AX=0 的解空间，即用 A 左乘的核.則 AX=B 的解集是加法陪集； C u +K. 这重新 
叙述了一个熟知的 亊实， 齐次方程 AX=0 的任意解加上非齐次方程 AX = B 的一个特解，就 
得到非齐次方程的另一个解. 

设 A 是” X” 矩阵. 如果 detA 乒0,則如我们所知，因为 A 可逆，对每个方程组 
AX=B 有唯 一解. 这时 A=0 而 r=”. 另_方面，若 detA = 0, 则空间 K 的维数 A>0 .由维 

数公式得到 r<», 这意味着象不是整个空间由此可得，不*所有方程 AX=B 都有解•但 

因为 AX=BW 解集是 K 的陪集，所以有解的方程一定有多于一个解 • 

定理 （1.6) 的证明假定 dimV=n. 设 (《i， …， 《•) 是子空间 kerT 的基，将它扩张为V的 
—个基[第三章 (3.15)3, 

对 j=l， …， n - k , 令如果证明（叫，…， 《/_-») = S 是 imT 的基，則由此可得 
imT 的维数为 n — 这样将证明定理. 

我们需证 S 张成 imr 且它是一个线性无关集. s W 6im：r 为任意元索.則对有 
>=T(w). 用基 （1.8) 写出 


应用 T , 注意到 T(«,) = 0, 


w = 0 + ... + 仂十成叫 + …+ . 

这样 w 厲于 S 张成的空间，从而 S 张成 imT, 

下面假设给定线性关系 

【夏. 9 】 ' ci u；i + …+ 0, 

考虑线性组合其中功是基<1.8>中的向量.对 I；应用 T 得 
T(w) = c.w, + — + c m - t w m -t ^> 0 . 

这样 t^kerT 于是，可用 keiT 的基 （ K , ,…， 《*) 表出 w , 比如说 》» ai 則有 


但(1.8> 是基. 于是一屮=0, - ^,=0, •“，因此关系 （ l.fli) 甚平凡的. 
这表明 S 是线性无关集，从而完成 证明. ■ 


第二节线性变换的矩阵 




















































































































&■)'， 用 6平移是映射 

































































线性 《 挨 

















这样 II AB || <” || A || || B || . 从 SR— 个不等式出发，作数学归纳法可得第二个不等式. ■ 
命雇 (8.3) 的证明为证矩阵指数绝对收敛，我们对级数作如下 估计， 设 a = „||A||. 则 
【8.23】 |(A*)*|+^ ru^'n-^ 

<1+ BAB +^n j| A!« ‘ , + || A II s + … 


为证这两项相等，需证 

'CK^* *'0 -热 



S.(x + y)- 

- I 部) •謂 =§2藩 




比较各项，我们发现部分和 ^Gc+y) 的展示由 S,(ar)S»(：y) 中满足 r+*< n 的项组成.当用 A， 
fi 替代： c， ： y 时同样成立.我们需证当 oo 时，余项之和趋 于零. 

【8. 24】引理对所 有：，■/ •，级教敛. 

证明设《=” || A || 和6=„ || B || • 我们估计和中的项.根据 （8.22), 〜 

n ( n r ~' || A || r )(«*-' || B || -Xa r 6*. 于是 


命題由这个引理得到， 


因为一方面《•，六元索 


e*' 












































































































































































































这就完成了证明. 



























这是我们的群之一， 
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第六章群论 的进一 步讨论 









: -e=0, 否则这是不可能的. 

可以把这个证明的过程反过来并加以抽象， 













































































































































































































































































































































































第七聿 





















































































【4. 9】 A — A' , 

埃尔米特矩阵正好是埃尔米特 ss 的矩阵.其元索满足条件 a> _=h. 这蓬 涵对角元索是实的并 
且对角线下的元索是对角线上的元索的复共箱， 



注意实矩阵是埃尔米特矩阵的条件是 h =4: 

14. 101 实埃尔米特矩阵是实对称麵阵. 

第一节和第二节对基变换的讨论对于埃尔米特型有类似的结果.给一个定埃尔米特型，由 
矩阵 P 产生的基变換如 （1. 12) —样给出 

X ，m A'Y' = (.PXy A'PY = X* iP^A!p->Y. 

因此新矩阵足条件 

【4.11】 A = P* A'P, 或 A' = (P*)-' AP~\ i 

由于 i 3 是任意的，可用 Q=(P* r 1 代替它而得到类似于 (1.13) 的刻画， 

【4.12】推论设 A 是一个埃尔米特型关于一个基的矩阵.在不冏的基下代表 n —个埃尔米特 
型的錄 阵具有 A'=QAQ* 的形式，其中 QeGZ^CC〉 是一个可逆矩阵. 
















































第七幸 


如果而6|#0：,则可用代換 
【6.9】 

消去常数项.可将一个系数正规化到一 1. 这样做并去掉退化的圆锥曲线，剩下的是定理中的 
三种 情形. 不难看出，除了在椭圆方程中交换 A ,, 的情形以外，改变系数 a „， w 将得到 

不同的全等类. B 

上面所用的方法可应用于任意多个变量从而对”维二次曲面进行分类.一般二次方程形如 
【6.10】 /(X" ...，xj » + S 2«# x < x > + f = 0. 

还可把方程更»凑地写作 

【6.11】 /Cx,,- .X.) = + + c = °* , 卜 .， 

其中第一个和取遑所有的指标对，并 且令〜 =«.«， 


我们定义矩阵 A, jB 为 



IB 二次型为 

【6.12】 — X'AX, 

和 

f 257 l 16. 131 /( x , ，“ • U .) = X*AX + BX + C. 

通过适当的正交变换 P ， 二次曲面变成 (6. 6>，其中 PAP 是对 角的. 当 A 是对角矩阵时， 
线性项由平移 (6. 7) 或者使用 (6. 9) 消去 • 

下面是三个变量曲面的 分类： 

【6.14】定理 R * 中非退化的二次曲面的全等类由下列 代表： 


( i ) 辅 球面： 

( ii ) 1- 叶双-面： 
( ui ) 2-叶双曲面： 
( iv ) 掮曲抛 物面： 
< v ) 双曲抛 物面： 


a„ xf -l-aa +a S sX* — 1 =0 • 

auxi+ajij! —a 3 jxl —1=0, 
anXi—aaxl—a„x! —1=0, 

a„x5+aa4—x,=0,, 
flux ? —auxi —x, =*0. 


其中 a u ， a n , a M >0. 

给定二次方程 /( x ,， x ,)=0, 通过使用非正交的坐标变换可以很容易地确定它所代表的 

圆锥曲线的 美型. 例如，如果对应的二次型9是正定的，则圆锥曲线或是椭圆，或是退化的 

(单点或空集).为区别这些情形，允许使用任意的坐标 变换. 一个非正交坐标变换将使圃锥曲 
线变形，但不会把一个楠圖变为一个双曲线或一个退化的圆锥曲线. 

作为例子，考虑轨迹 















['I 


M: = PM-P -= 


M-M, 左 上角的元素是 a„5„， 而 MM . 中同样的元索是 a„h+a u 5 u + ••• + 〜&_. 由于 
(MU M 正规，因此也正规，即 Mr Af, =M,M,*. 从而得到 a.22i, l + ：： --+a ll ^u=^ 由于 
0,这表明 >>1 时叫为0,并且 

f«n 0 . 


第八节斜对称型 


斜对称型的理论与标量域无关.有人会认为对于特征2的域会遇到麻烦，在这一情形中 
1+1=0.它们看起来是奇怪的，因为对所有 a 都有 a =—〜 因而对称的条件 （1.5) 和斜对称的 
条件 (1.6) 是一 样的. 如果改姜斜对称的定义 h 话，结果是特征为2的域不会对斜对称型引起 
麻烦.对所有域都适用的定义 如下： 

【8.1】定义向量空间V上的双线性型<，>是斜对称的，如果 

• , , iVfri), ~ 0 . . ；. y i- ••- 

对所有 t»€V 成立. 

在这个定义下，对所有 y，>ev， 法败 
【8.2】 (w.w) =— <w,p> , 


继续成立.通过展开 

'<w4*u»,t» +wJ = + (vtw) 4 - <w,t>> + <tv«w>» 

并扣用 <W, W> = <w, w> = <v+L： L+w>=0 来证 明它. 如果标量域的特征不是 2, 躅 (8. 1) 和 
(8.2) 是等价的.因为如果 (8. 2) 对所有X；, «»碑立，則当令 w=t» 时，我们得〜， t-> = -<^. 
这蓬涵 2<v, 汾=0,因而除非在标置域中2 = 0,莩_都有〜， v>=0. 

注意如果 F 的特征为2,則在 F 中有1 = _1,故 <8. 2) 表明型实际上是对称的.但大多数 
对称型不满足 (8. 1). 

关于任意基的斜对称型的矩阵 A 由性质 
【8.3】 a„ = 0 及如果 i 关 j 则 at, =-a yi 

刻画.我们把这个性质取作斜对称 萑阵的 定义.如果特征不等于2,这等价于条件 
iS50l 【8.4】 A' =-A. 




















































































































































































































在第四章，我们用级数 
















































































































































证明设=是 N 中 一^ 不是士7的矩碎.着 C=0, HU 是所需的矩阵 • 

假设 c ^ O . 在这一情形 • 我们将用 A 及其共轭构造一个三角 矩阵. 首先计算共轭 

由于 C #0, 可取 I 使 a + xc =0. 矩阵<單于 N , 因而 N 包含一个左上角元索为零的矩阵.用 
这个矩阵代替 A , 使之異有形式遗憾的是零的位置不对. 

注意由于 detA = l , 在我们的新矩阵中有 6 c =_ l . 现在计算它与一个对角矩阵的换位子 
P-\A~'PA, 

A^~x. iM ： < w 

这个矩阵厲于正规子群 N , 只要它不是士 I 就是所需要的 矩阵. 如果它是士则 V = ± l 且《/ = 
1. 伹我们可自由地使用任意一个 F x 中的元索《构造矩阵 R 我们将证明[第十一章 (1.8)] 多項 
式 d — 1 在任意域中最多有四 个根. 因而最多有四个元索使得 《/ = l . 我们的假设是至 
少含有五个 元索. 因而可选择 《eF x 且•/尝 1. 于是 PHAHPA 是所求的矩阵. ■ 

【8.6】引 a n 含有一个形如 p j 的矩阵，且《#0. 

证明由前面的引理， N 包含一个三角矩阵 A = p 如果设 A '= 

[ fl 为它在矩阵「下的共梅.则6'=6十<^.由于 detA = a d = l ， 积 

是所求的矩阵.如果 a = d , 则因为 detA = l , 故《=士1，并且由此得到 6^0. 在这种情形中， 
两个矩阵 A 或中的一个即为所求. ■ 

【8.7】引理设 F 是城.对所有 a #0, 矩阵厂 j 在 SL* 中的共<6类&含錄阵[_^ J 和 

证明 

【8.8】引理设 F 是特征労2的城.域的加法群 F— 由 F 的元素的平方 生成. 
































































































— 坏 _ _ ___ m 

假设基是标准正交的，则与一个酉表示 (0 相伴的矩阵表示 J ? 在 <2.1) 的意义下是酉的.这可由 
第七聿 (5. 2 b ) 得到. 

为了简化记号，我们将条件 (2. 4) 写作 
【2.5】 kVfW 

现在将这个公式反过来，并将其视为型的名 
表示 p ， V 上的一个型<，>称为 G - 不交的， 































































































将其余表示记为内 ， Pt , (H, 其中 dinvaS 3 , 等等.寻找缺失的既约表示的一个好办法是 
分解一些已知的置换表示.我们知道 J 在一个五元集上作用[第六章 6)]. 这给出了一个五 

维表如在第六节所见到的，平凡表示是〆的一个直和项.其正交补正好是所求的四维既 

约表示 ： 内㊉〜而且 J 置换过正十二面埤对面中命的六 条轴. 设对应的六维表示 是〆. 

则 ，飞㊉ 〜我们可以通过计算& 和作 的特征标并应用定理 (5.9) 来验证这个亊实.特征标 

X “ Z* 由每个 itkz', ^减去心=1得到.例如，^将丈实现为彳1,…， s> 的一个2阶偶置 
换，因而它是两个不相交的对换的积，它保持一个指标不变.因而: 彳; T) = l 且心(#琴 0. 

第二个三维表 示作是 相当费解的，因为 它与内 相当地相似.它可以这样 得到： 由于 J 同 
梅于 A s ， 可将其视为对称群 S 5 的正规子群.由一个不在 A s 中的 S s 的元索 p 给出的共轭定义 
了 A s 的一个自同构仏这个自同构互换两个共板类 C< , 只.因为其他共轭类有不同的阶，所 
以它们并不互换_例如，用循却记号，设 z= (1M4S) 并设/>= (2354). 则 /T 1 z/>= (4S32) 



















由于线性变换 ^ 合成和线性变换的和仍是线性变换，因此 f 是线性 变換. 为证它 ftG- 不变的， 
我们固定一个元索 A6G 且令如引理 (2. 8) 的证明中一样改变下标， 



因此无 由于 A 是任意的，这表明 f(v) 是 G •不变的. 


















于是用 




























> 并且是指数 























































































































































































































































































































































































我们所断言的，这表明 
假设 kenr , = (0). 
个映射可以扩张成为 C Dr ] 























第十聿 




















































































































































































反之，这样的一个因子分解序列给出一个理想的升链. ■ 

这个命題的第二个条件常称为主理想 的升鍵条件. 然而为了强调因子分解性质，如果命題 
中的等价条件成立，，我们说在 i ? 中因子分解存在性成哀，~ 

容易播述因子兵解存在性不成立的整环. 一 +#子是&在多项式环 FOfj 上添加: r , 的所 
有 2* 次根得到 的环： 

【2.4】 R = Fij ：,, x 2 , x 3 ,—2 f .； 

满足关系 x |=: r ,， xl = x z , x \= x 3 , 等等.在这个环中可以将元索 x , 无限地分解，对应地存 







































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































子.当选取适当的基时，直和分解给出了一个 7" 的矩阵的块分解，这一点并不令人感到意外. 
其原因是因为是 F[t]- 子棋，子空间 W, 中的每一个都是 T- 不变的•乘上 t 将 W, 变 襄它自 
己，而*在7上作为线性算子 r 作用.对子空间选取基 B,, 則了关于基 B = (B" …， B,) 
的矩阵具有所希里的分块形式 [第 四聿 (3 . 8)] . 

其次，设 W 是循环 F[t]- 模.脚 W 作为棋由单独_个元索 w 生成.換言之， W 的毎个元 
索可以写为 

g(.t)w =^bXio-\ - h6iftv + 6»w 

的形式，其中客⑴ =w+. •.十这表明元索 w， 加，…张成向置空间 w. 
用线性算子的语言表述为 w 是由向量加， t (. w ), r(u-), …张成的. 
f |>]- 模与对应的线性算子的性质之间的各种联系总结如 下表： 

【7.6】词典 


秧为1的自由棋 
由I■生成的循坏棋 




现在计算向量空间上对应于循环 F1X1- 模的 一个线 性算子 T 的矩阵.由于 F[t] 的每个理想 
是主理想，这样的棋将同构于形如 
17.71 W = FZtl/(.f) 

的棋，其中 /W=/-+o > _ 1 r-i+".+++o 0 是 F[>] 中的一个多项式.用符号叫表示1在 W •中 
的剩这是我们选定的模的生成元.于是关系/灿=0成立，并且/生成关系模. 

元索％，加。，…，尸_ 1 ««。构成1='[>]八/)的基[见第十章(5.7)].我 们用叫 =?«；，表示这 

个基.則有 

tU) 9 = tvi, tn>i = wt, •••, 如 》_| = TO,_,, 

以及 /tt»b=0. 用其他关系重写最后一个关系可以碥定^在功,-,上的 作用： 

(f +a._it* -1 + …+““ + <1。）^) = to.-, 4-a.-i i iw-i + … +a,W| +a 0 t«o = 0 ." ； 
由于丁的作用为用<乘，我们有 

T(tod) = w, , T(.Wi)^vut, •••» tw._, , 













i 是一阶线性徽分方程组 



7.11) 所见，解这个方程如问题容易化简为解方程其中 




_定理 (8. 14) 告诉我们这个矩阵的列构成微分方程 (7. 15> 的解空间的基. 

H •算一个给定矩阵的若尔当型需要求出其特征多礪式的根.如果根, 
. 则若尔当型是对 角的： 




IS«, =<»是〆 f) 的一个产 重根. 则若尔当矩阵以《为主对角元索的部分会有多种可能性. 
ft 当 r 不大时的一些可餚性《 

>•-1, n 匕 m:.‘ v 















































































































































































































































































































































































































































































































第十四章伽罗瓦理论 


第一节伽罗瓦理论的主要定理 

.上 一章 用由—个元索生成的扩域作为基本工具，我们学习了域的代数扩张.这相当于研究 
一个既约多项式 

【1.1】 /(工）= X- +U"'. 1 + … + 

的单独一个根的性质.作为本章的主题，伽罗瓦理论是这样一个多项式的所有的根及它们之间 
的对称的理论. 

在本章中我们将把注意力限制在特征零的域上.这要理解为所有出现的域的特征是零，从 
现在起，我们不再具体提到这个偎定. 

记号 K / F 表示 K 是 F 的^个扩域.虽然这与环 K 关于理想 I 的商环的记号有混淆的 
危险，但这是个传统的记号. 

如我们所见到的，在由单独一个根《生成的域 F («) 中，可以通过将它等同于形式地构造 
的域来进行 计算. 但假定既约多项式/(工>在扩域 K 中分解成线性因子的乘积，并 
且它在 K 中的根是 0 ,，…， I . 我们并不淸楚如何同时用这些根来进行 计算. 为此，需要知 
道这些根是如何联系起来的，而且这也依赖于特殊的情形.原则上，展开等式/(工）= 
(: c — «,)...(工一《«)就可以得到 关系. 这样展开后，我们知道根的和为一〜-丨而其积为土《。，等 
[5371 等.然而直接解释这些关系并不是件容易的亊 • 

通过许多人，特別是拉格朗日和伽罗瓦的工作，一个基本的发现是根之间的关系可以用对 
称的观点来理解.这个对称最早的模型是复共轭，它使实数不变而对換既约实多项式 / + 1 的 
两个根士 i . 我们将首先观察到这样的对称存在于所有二次扩域. 

—个二次扩域 K / F 是由 K 中不厲于 F 的任一个元索《生 成的. 而且，《是一个系数厲于 
F 的既约多项式 

【1.2】 fix) = x 2 +&c+c 

的根.于是 《' = _6_ a 也是/的根，因而这个多项式在 K 上分解为线性因式的乘积： /( x ) = 

(JE— 

a 和， 是同一个既约多项式的根这一亊实给我们提供了对称.根据第十三章命題 （2. 9)， 
存在一个同构 

【 1.3 】 a,F<«)— 

它在 F 上是恒等映射且使得但两个根都生成扩域 F ( a ) = K = F ( a '). 因而 < x 是 fC 的 
一个自同构. 

自同构交换两个根 a , o '. 由于 a 在 F 上是恒等映射，它使&保持不变， 而 a + a ’= b . 因 






























































































































































































































































































































































































u> 非负实数 ft 有实平方根的实数. 
(b) 证明除了复共板和恒等映射外 C: 





















附录背景材料 
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